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EIN DIREKTES VARIATIONSVERFAHREN ZUR 

BEHANDLUNG DER W;iRMEijBERTRAGUNGSPROBLEME 

FijR ERZWUNGENE KONVEKTION 

B. KRAJEWSKI 

Department of Reactor Engineering, Institute of Nuclear Research. Swierk, near Warsaw, Poland 

Zusammeofassung-In der vorliegenden Arbett ist ein direktes Variationsverfahren angegeben, welches 
die Rcstimmung des Temperaturfeldes in erzwungener Konvektion gestattet. 

Das vorgeschlagene Verfahren beruht auf dem erginzten Satz der begrenzten oder partiellen Variation, 
der zuerst \‘on Rosen formuliert wurde. Die gemachte Erglnzung des Satzes ermaglicht dann die not- 
wendigen Bedingungen, die ftir die Existenz des Variationsintegrals nijtig sind, zu befriedigen. 

Unabhangig davon sind such die speziellen Sltze angegeben, die das Konstruieren der angenlherten 
Losung in strenger, geniigend vollstlndiger Art gestatten. 

Der Vorteil der vorgeschlagenen Methode besteht darin, dass man damit nicht nur lineare, sondcrn 
such nichthneare Aufgaben l&m kann. 

Urn den Rechnungsgang dieses Verfahrena zu erl%utern, sind drei Beispiele durchgerechnet und die 
gewonnenen Nlhrerungswerte mit den exakten Werten verglichen. 
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BEZEICHNUNGEN 1. EINLEITUNG 

Temperatur; ZUR L&.UNG der Warmestromungsaufgaben, 
Warmeleitzahl der Fltissigkeit; die mit nicht stationarer Wglrmeleitung wie 
(,I/Cp. p), Temperaturleitzahl der such mit erzwungener Konvektion zu tun 
Fltissigkeit ; haben, verwendet man im allgemeinen ver- 
spezifische Warme der Fltissigkeit ; schiedene Methoden, wobei wir im wesentlichen 
axiale Komponente der Geschwindig- drei Falle unterscheiden : 
keit ; 

rechtwinklige Koordinaten, wobei 5 
eine axiale Koordinate bedeutet; 
Dichte der Fltissigkeit ; 
Warmequelldichte; 

1. Die Methoden, die zur exakten Losung 
fiihren 

2. Die numerischen Methoden 
3. Die analytischen Naherungsmethoden 

Warmestromdichte; Die erste der erwahnten Methoden ist nur 
Querschnittsflache des Kanals; fur einfache FHlle anwendbar d.h., nur fur die 
Umfang des Querschnittes fur [ = Aufgaben, die wegen einfacher Geometrie exakt 
const.; l&bar sind. In den praktischen Problemen der 
Warmetibergangskoeflizient; Technik begegnet man dagegen oft Aufgaben, 
(D, . u/x), Pecletsche Zahl; deren exakte Losung entweder nicht gefunden 
thermischer Durchmesser (4 x werden kann, oder so kompliziert ist, dass sie 
QuerschnittsflHche/warme- sich fur die effektive Rechnung kaum eignet. 
austauschender Umfang); Die numerischen Methoden wie z.B. das 
dimensionslose Lange des Kanals. Differenzenverfahren gestatten zwar beinahe 
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jedes praktische Problem anzugreifen und zu 
l&en, aber als Losung erhalten wir die Werte 
der gesuchten Funktion, die nur an diskreten 
Stellen vorkommen. So eine Form der Losung 
erschwert die Analyse der numerischen Ergeb- 
nisse. 

Die analytischen N~herungsmethoden sind 
dagegen frei von diesem Nachteil. Bei der 
Anwendung der analytischen Naherungs- 
methoden erhalt man iiblicherweise die Losung 
in geschlossener Form, was wesentlich die 
qualitative Analyse durchzuftihren erleichtert. 
Unabhgngig von oben gesagten ist die Losung 
in geschlossener Form meist bedeutend leichter 
zu programmieren, was fur numerische Rech- 
nungen besonders vorteilhaft ist. 

In letzter Zeit werden fur die parabolische 
Differentialgleichung die Variationsmethoden 
entwickelt, die von den Technikern mit grossem 
Interesse aufgenommen wurden und sofort 
weite Verbreitung fanden. 

Das Vorhandensein dieser Arbeiten gestattet 
es, das Variationsintegral fur die erwahnten 
Falle aufzuschreiben. Das Losungsverfahren 
besteht darin, dass man zuerst die Laplacesche 
Transformation anwendet. Die Anwendung der 
Transformation Bndert den Typ der Differential- 
gleichung, es geht namlich die parabolische 
Differential~leichung in die elliptische iiber. 
Dieser Kunstgriff ermoglicht das Aufschreiben 
des Variationsintegrals. Die Liisung des 
Problems kann nachher mit Hilfe einer der 
direkten Methoden gefunden werden. 

Die bekanntesten Arbeiten, die diesen Rech- 
nungsgang verwendet haben, sind die von [l&4]. 
Urn diesen mittelbaren Schritt d.h., die Trans- 
formation zu vermeiden, wird in dieser Abhand- 
lung ein direktes Verfahren vorgeschlagen. Der 
Vorteil der vorgeschlagenen Methode besteht 
darin, dass man damit nicht nur lineare, sondern 
nichtlineare Aufgaben l&en kann. 

Die vorgeschlagene Methode nutzt den Satz 
der begrenzten oder partiellen Variation aus, der 
zuerst von Rosen [73 formuliert wurde. 

Die praktische Anwendung dieser Satzes 
stiisst aber auf recht erhebliche Schwierigkeiten 

und zwar wegen der Notwendigkeit eine gewisse 
Klasse von Funktionen zu linden, welche 
iiblicherweise nur auf dem intuitiven Wege 
konstruiert werden kann. Bekanntlich ist es 
besonders schwer, solche Koordinatenfunktion 
zu finden, wenn sie von mehreren Ver~nderlichen 
abhangt. Urn diese erwahnte Schwierigkeit zu 
beseitigen, werden die speziellen SHtze 
angegeben, die das Aufsuchen der zulassigen 
Funktionen in strenger, gentigend vollstandiger 
Art gestatten. Bevor wir in das Verfahren tiefer 
eindringen, kann man schon voraus sagen, dass 
die Gesamtlosung des Problems aus zwei 
Teill~sungen gewonnen sein wird. 

Die erste Teillosung kann man gewinnen, 
indem man nur den elliptischen Teil der Aus- 
gangsdifferentialgleichung betrachtet, die 
bekanntlich zu dem parabolischen Typ gehiirt. 

Bei dieser Annahme erhalt man iiblicherweise 
die Poissonsche Differentialgleichung mit ent- 
sprechenden Randbedingungen. Ents~heidend 
fur den weiteren Verlauf der Rechnung ist dabei 
die Tatsache, dass die rechte Seite der erwahnten 
Differentialgleichung eine Potenzreihe von 
in der Differentialgleichung vorkommenden 
Veranderlichen ist. Die Potenzreihe ist so 
gebildet, dass sie bei jedem Glied der Entwicklung 
einen zunachst unbestimmten Zahlenfaktor hat. 
Demzufolge erhalt man als Teill~sung eine 
endliche Zahl von Funktionen, wobei die erste 
Funktion die Losung der abgesonderten 
Differentialgleichung ist, die an der rechten Seite 
eine Konstante hat. (Das erste Glied der 
Potenzreihe). Diese Funktion erftillt die ge- 
gebener, (inhomogenen) Randbedingungen. Die 
nachsten Funktionen dagegen erfiillen die 
zugehiirigen homogenen Randbedingungen. 
Bildet man nachher eine Linearkombination 
von diesen Teilliisungen und nutzt den Satz der 
begrenzten Variation aus, dann erhalt man ein 
System von gewijhnlichen Differential- 
gleichungen fur die zuerst unbestimmten Zahlen- 
faktoren. In besprochenen Problemen d.h., in 
erzwungener Konvektion sind es Systeme von 
gewohnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Derartige Rechnungen liefem uns 
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dann brauchbare Werte, wenn die Anfangsbedin- 
gungen auf spezielle Art erftillt sind, wie das 
demnachst gezeigt wird. 

Es wird such gezeigt, dass die nach diesem 
Verfahren gewonnenen Naherungswerte sehr 
nahe bei den wohlbekannten exakten Werten 
liegen. 

Urn den Rechnungsgang dieses Verfahrens zu 
erlautern, sind drei Beispiele durchgerechnet 
und die gewonnenen Nglherungswerte mit den 
exakten Werten verglichen. 

2. MATH~MATISCHE FORMULIERUN~ DES 

PROBLEMS 

2.1 V~ria~i~ns~roble~ 
Im folgenden beschaftigen wir uns aus- 

schliesslich mit konvektiver Wiirmestriimung, 
obwohl das Verfahren such auf den Fall der 
nicht stationaren Wlrmeleitstriimung ohne 
besondere Schwierigkeiten angewandt werden 
kann. In den Betra~htungen nehmen wir an, 
dass die W~rmestr~mung in einem geradlinigen 
Kanal stattfindet, wobei das Geschwindigkeits- 
protil der fortbewegten Fliissigkeit als angegeben 
vorausgesetzt ist. Wahlt man die Koordinaten- 
achse langs der Stromrichtung, dann ergeben 
sich die senkrechten Querschnitte als ein ab- 
geschlossener, beschrlnker, einfach zusammen- 
hgngender Bereich “F” mit “Y als st~~kweise 
glatter Randkurve. Die Gesamtrandkurve “Y 
m6ge aus drei Teilrandkurven bestehen. Jeder 
dieser drei Randkurven ist eine andere Rand- 
bedingung zugeordnet. Ferner sol1 die 
Geschwindigkeitsverteilung lediglich durch 
Bussere Umstlnde bedingt sein, d.h. wir ver- 
nachlassigen den Einfluss des Temperaturfeldes 
auf das Geschwindi~eitsfeld. In der Fl~ssigkeit 
besteht eine vom Ort abhiingige Warmequelle 
mit der Ergiebigkeit Q, je Volumen- und Zeitein- 
heit. 

Die in der Fltissigkeit entstehende stationare 
Temperaturverteilung T beschreibt dann die 
Differentialgleichung: 

Die Randbedingungen kiinnen entsprechend 
der Problemstellung verschiedener Art sein: 

CT - Tllr, = 0 t2.2) 

[ 1 A$+, =o (3.2) 
r2 

iz + or(Tm - T;) = 0. (4.2) 
r3 

Die Anfangstemperaturverteilung ist als 
bekannte Funktion angegeben. Es ist namlich: 

To = T&v), 5 = 0. (5.2) 

Das beschriebene Problem ist, wie sogleich 
gezeigt wird, der Variationsaufgabe: 

i-2 

+ c1 s( myI - T; . T 
> 

ds = Extremum (6.2) 

r3 

gleichwertig. Die Extremalbedingung 

aT &?T dT d6T 1 - 0.81” 

F 

+c~.p.u.~.T+c~.~.~.~.~T 

+j’aar.ds+{u.[Tm-T~]hT.dn=O 

rz r3 
(7.2) 

geht bei Berticksichtigung der Greenschen 
Formel 



472 B. KRAJEWSKI 

(8.2) 

und von 

in 

+a(T”- T’f) 1 GT.ds=O (9.2) 

tiber.* Urn unterschieden zu konnen, ob eine 
Extremale wirklich ein Extremum liefert, muss 
zusatzlich die Legendresche Bedingung erfiillt 
werden. Im unseren Falle lautet diese Bedingung: 

a aL -- (3 aq aT = I > 0, & +j$ = I > 0 (10.2) 
II 0 

wobei 

aT 

+ Cp.p.u.Tz (11.2) 

und 

T+, T,_iT 
aq 

bedeuten. 

Die Energiegleichung (1.2) ist demnach eine 

* Wie zuvor erwihnt wurde, ist das Variationsintegral 
begrenzt. Das Variationsintegral erstreckt sich namlich nur 
auf die Versnderlichen 5, q, wobei die Verlnderliche i 
als Parameter anzusehen ist. Daraus ergibt sich unmittelbar: 

Eulersche Differentialgleichung und die rest- 
lichen Bedingungen sind die Randbedingungen 
des Variationsproblems (6.2). Zur Losung sind 
alle stetigen, mit stetigen partiellen Ableitungen 
bis zur zweiten Ordnung einschliesslich ver- 
sehenen Funktionen zugelassen, die auf dem 
Rande “T” des Bereiches “F” der ersten Rand- 
bedingung gentigen. Nattirlich wird man Rand- 
bedingungen, die sich ohne weiteres durch 
die Ansatzfunktion erfiillen lassen, zur Verein- 
fachung der Rechnung bereits im Ansatz bertick- 
sichtigen. 

3. KONSTRUKTION DER N;iHERUNGSFI’vKTION 

3.1 Teilliisung des Problems 
Urn eine effektive Losung von Gleichung [6] 

gewinnen zu konnen, muss eine gewisse Folge 
von Ansatzfunktionen gefunden werden, die 
wenigstens teilweise den zugeordneten Rand- 
bedingungen geniigen. Wie zuvor erwahnt 
wurde, stiisst das Aufsuchen dieser Folge von 
Gnsatzfunktionen auf Schwierigkeiten und ver- 
ltiuft tiblicherweise auf intuitivem Wege. Urn 
diesen Weg auszuscheiden, werden nun die 
Annahmen getroffen, die das Aufsuchen der 
Ansatzfunktionen mit der fur den Praktiker 
nijtigen Vollstandigkeit gestatten. Zu diesem 
Zweck wird unsere Betrachtung nur auf den 
elliptischen Teil der Ausgangsdifferential- 
gleichung (1.2) beschrtinkt. Unter Berticksichti- 
gung des vorhergesagten erhalt man die Differ- 
entialgleichung 

Die entsprechenden Randbedingungen bleiben 
dieselben wie in (2.2), (3.2), (4.2). Die Verander- 
lithe [ tritt hier lediglich als Parameter auf. Die 
rechte Seite der Differentialgleichung (1.3) ist 
eine Potenzreihe von in der Differentialgleichung 
vorkommenden Veranderlichen. Im betrach- 
teten Fall lasst sich die Funktion F(&q) folgender- 
massen schreiben: 

wL9) = 5 Am.n. 5”. v” (2.3) 
m,n=o 

[m,n = 0.1,2, . . . ,N] 
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wobei Am n noch zu bestimmende Funktionen 
von [ sind: die bei der Aufliisung der Differential- 
gleichung (1.3) als konstant angenommen sind. 
Im weiterem Verlauf der Rechnung bildet man 
eine Folge von Teilliisungen der Differential- 
gleichung (1.3), wobei die erste Losung mit 
F([,n) = A,, und Randbedingungen (2.2), (3.2), 
(4.2) ermittelt ist. 

Die nachsten Teilliisungen erhalt man, indem 
man die weiteren Glieder der Potenzreihe 
berticksichtigt, wobei die Randbedingungen in 
diesem Falle als homogen angenommen sind, 
d.h. : 

T , =o nE I I an rr 

=g = 0. (3.3) 
rl r3 

In vielen Fallen gelingt es, die exakte Losung 
der Differentialgleichung (1.3) zu gewinnen. Die 
Losungen so gestellter Aufgaben sogar fur 
komplizierte Berandungen liegen in der Literatur 
bereits vor. 

Wir gehen jetzt zur Untersuchung des Neu- 
mannschen Problems tiber, welches gewisse 
Besonderheiten im Vergleich zu den anderen 
Problemen hat. Die oben erwahnten Besonder- 
heiten des Neumannschen Problems ergeben 
sich von selbst aus dem Losungsgang. Schreiben 
wir namlich die Differentialgleichung (1.3): 

div (1. grad T) = K (idem) (4.3) 

dann ergibt sich nach der Berticksichtigung des 
Gauss-Ostrogradsky Satzes: 

idiv@.gradT).dF=lI.gradT.ds (5.3) 

und schliesslich 
%K.dF =lA.gradT.ds. (6.3) 

Wenn 1. grad T als gewisse Funktion auf der 
Berandung angegeben ist 

2 grad T = q(s) (7.3) 
S 

dann erhalt man folgende Abhangigkeit 

2 grad T = q(s) 03.3) 

Man sieht aus der Gl. (4.3), dass die Konstante 
K in diesem Falle nicht willktirlich gewahlt sein 
kann. Berticksichtigt man dagegen die weiteren 
Glieder der Potenzreihe und die homogenen 
Randbedingungen, dann erhllt man die zusatz- 
lichen Abhangigkeiten, welche die Zahl der in 
der Potenzreihe vorkommenden Konstanten 
zu reduzieren gestatten. 

3.2 Gesamtliisung des Problems 
Sind die Teillosungen des Problems vor- 

handen, dann lasst sich die Gesamtlijsung als 
eine Linearkombination folgendermassen dar- 
stellen 

[i = 1,2,. . . ,n]. 

Wie zuvor erwahnt wurde, stellt der erste Aus- 
druck eine Liisung der Differentialgleichung 
(1.3) mit inhomogenen Randbedingungen dar, 
die an der rechten Seite eine Konstante hat. 

Der zweite Ausdruck dagegen, der aus den 
nachsten LSsungen de geanderten Differential- 
gleichung besteht, erftillt die zugehorigen homo- 
genen Randbedingungen. Nach der Anwendung 
der begrenzten Variation erhalt man fur die 
Bestimmung von Ai ein System von gewiihn- 
lichen Differentialgleichungen erster Ordnung 

+ 
S[ - 

i$, + a(T” - T;) 1 6qds = 0 (10.3) rs 
wobei ST = g6Ai. 

L 

Diesem System von gewiihnlichen Differential- 
gleichungen sind gewisse Konstanten zu- 
geordnet, die den Anfangswerten entsprechen. 
Diese Anfangswerte hangen von der Anfangs- 
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bedingung (5.2) ab und werden auf eine ganz 
spezielle Art ermittelt. 

3.3 Erjiillung der Anfangsbedingung 
Gegeben sei unsere Naherungsfunktion an 

der Stelle [ -= 0, die eine endliche Linearkom- 
bination von N + 1 Funktionen darstellt 

T = ~[&~$,(0),~,(0), . . . ,A,@)] (11.3) 
[i = 0,1,2,. . . ,N] 

wobei A,(O) vorlaufig noch unbestimmte Ko- 
efhzienten sind, die gesuchten Anfangswerte 
darstellen. 

Dann ist die Abweichung der N~herungsfunk- 
tion ? von T,(&) durch 

&(&r]) = T, - T. (12.3) 

Als beste Ntiherungswerte werden diejenigen 
angesehen, die das tiber den ganzen Bereich “F” 
erstreckte Abwei~hungsquadrat zu einem Mini- 
mum machen. 

~[r,(&s) - ~(~,~)A~(O),A~(O), . . . e$J0)12d5. dq 

= Minimum. (13.3) 

Aus der Minimalforderung (13.3) kiinnen wir 
die Konstanten A,(O) bestimmen. Diese verlangt, 
dass die partiellen Ableitungen nach Ai 
verschwinden. Daraus ergeben sich N + 1 lineare 
inhomogene Gleichungen zur Bestimmung der 
N i 1 bisher unbekannten Ai( Die aus der 
Minimalbe~ngung gewonnenen Gleichungen 
bezeichnet man als Normalgleichungen. Oft 
bedient man sich fur die in diesen Gleichungen 
auftretenden Integralen einer ktirzeren Schreib- 
weise, indem man 

j 
T,.T.d<.dy = [TO,T].fi;;.d&dq 

= [t.T],[q.‘.d’ dq=[T%] (14.3) 

[r,s = 0,1,2,. . . ,N] 

einsetzt. Die Normalgleichungen erhalten damit 
die Form: 

Die Teillosung der abgesonderten 
~~ 

1 , 

Die Teillosung, die inhomogenen Die Teill osungen, die homogenen 
Randbedingungen berucksichtigt Randbedingungen berucksichtigen 

‘7’ 2 
I I 1 --.J 

unbestimmten Funktionskoeffizienten 

1 
Die Bestimmung der Anfangswerte 

mittels der Methode der kleinsten 
quadratischen Abweichung 

i 
Das Einsetzen der Naherungslosung 

in das Variationsintegral (10.3) 

! _ 
Die Fosung 

des Differentiaigleichungssystem 
erster Ordnung 
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. . . FIJO)[?~. TN] = [T, . T,] maliger Integration und Berticksichtigung der 

; 
Randbedingungen erhllt man die erste Teil- 
Iijsung 

+ . . . A,(0)[TN. TN] = [To. TN] 

(15.3) 

2 

9, A$ X2 

LO 1 s 
-1 -t-l. (5.5) 

4. RECHNERISCHES VORGEHEN 
Die nachste Teilliisung ergibt sich aus der 

Urn das rechnerische Vorgehen anschaulicher 
Differentialgleichung 

darzustellen, ist ein Diagramm angegeben. 
Daraus ist unmittelbar ersichtlich, wie die 
Rechnung verlauft. 

mit Randbedingungen 

5. ANWENDUNGSBEISPIELE 

Dieser Abschnitt behandelt zahlenm~ssig 
einen nichtstationaren W&meleitvorgang und 
zwei Warmestrijmungsaufgaben fur erzwungene Fur die oben geschriebenen Randbedingungen 

Konvektion. Im folgenden wird fur alle Probleme lautet die zweite TeillSsung 
vorausgesetzt, dass die Stoffwerte temperatur- 
unabhHngig sind. 

5.1 Berechnung der Temperaturuerteilung in einer 
unendlich ausgedehnter Platte 
Die Differentialgleichung fur den betrachteten 

Fall lautet 

U-5) 

dabei ist 9 = G. 
I 

Die Randbedingungen fur diese Aufgabe seien 
nun : 

(7.5) 

Da die Ausdriicke mit Funktionskoeffizienten 
A, und B, dieselbe Form haben, kann man des- 
wegen die Linearkombination foigendermassen 
darstellen 

9” = 1 + A@ [O’-l]+A,S’[($-I] 

(8.5) 
Die Anfangswerte berechnet man mit Hilfe der 
Gl. (13.3). Aus der Anfangsbedingung 9(x,0) = 0 
folgt 

Die Anfangsbedingung lautet dagegen: 
0 

2 

9(x,0) = 0, 0 d x < 6, z = 0. (3.5) -1 11 . dx = Minimum. (9.5) 

Wendet man den im Abschnitt 3 beschriebenen 
Rechnungsgang an, dann erhalt man die Dif- 

Nach de1 uuI 
c;rh 

b- n*--chftihrung der Rechnung ergibt 
“I”>> 

ferentialgleichung des Teilproblems 
3,460s 

d2% - A (4.5) 
A,(O) = - -$--> A,(O) = v. (10.5) 

A”2 0 

Setzt man nun die Gesamtlosung (8.5) in Gl. 
mit den Randbedingungen (2.5). Nach zwei- (10.3) ein und ftihrt die Integration durch, dann 
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erhiilt man folgendes Differentialgleichungs- 
system 

Dabei ist A, = 2 

Nach der Liisung dieses Systems ergeben sich 
die Beziehungen fur Funktionskoe~zienten 

A,, = 
1,583O -22713x 5,0438 -25,6054x 

-Fe ' -Tee 

A =0,7847 

I 
lyF4 

a3 

,e-2,5714x 

4 6259 X e-2%713n+&.e -25,605n 

b3 
(12.5) 

Dabei bedeutet z = 5. 

X/B 

BILD 1. Die Temperaturverteiiung in ebener Platte. 

Die Ergebnisse der N~herungsl~sung sind mit 
exakten Werten verglichen und im Bild 1 
dargestellt. 

5.2 Erzwungene Konvektion in einem geradlinigen 
Kanal von rechteckigem Querschnitt (Bild 2) 

Der Temperaturverlauf infolge der erzwunge- 
nen Konvektion in einem geradlinigen Kanal 
von rechteckigem Querschnitt beschreibt fol- 
gende Differentialgleichung 

a20 a20 ao 
ay + p - PC ay = 0. (13.5) 

BILD 2. Die Geometrie des Kanals. 

In den Betrachtungen ist vorausgesetzt, dass 
die Geschwindigkeit der Fhissigkeit t&rail 
konstant ist. Die entsprechenden Randbedin- 
gungen im betrachteten Fall sind 

$i,=. =;i,=, =O 

$1 _ = !?I,, = q.f([)* (*4*5) 
5-a 

Wir bemerken, dass in der Cl. (14.5) die Lange 
der Rechteckseiten mit a und b bezeichnet 
wurden. 

Die Anfangsbedingung lautet dagegen 

0, = 0, 0 d 4 < ~1, 0 < ,I < b, [ = 0. (15.5) 

Die Differentialgleichung des ersten Teil- 
problems ist 

a*@00 dZ@oo _ A 

7+7- 00‘ 
(16.5) 
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Die Randbedingungen bleiben dieselben wie in 
Gl. (14.5). Da wir in diesem Falle mit dem 
Neumannschen Problem zu tun haben, miissen 
zudtzliche Bedingungen erfullt werden. Es ist 
namlich 

J ao 
On.d~ = A,, J - dF. (17.5) 

s F 

Es gilt dann die folgende Beziehung : 

rl.f(i).[ d5 + y$(i).$dv = A,,[% d<*dv (18.5) 

und schliessli~h 

A,, = q-f(<)* f + ; 
[ 1 

. (19.5) 

Die Teillosung der Gl. (16.5) l&St sich folgen- 
dermassen schreiben 

@ 
00 (20.5) 

Dabei ist A, eine wilkiirliche Konstante. 
Die nachste Teillosung kann man finden, indem 
man die weiteren Glieder der Potenzreihe in der 
Differentialgleichung berucksichtigt 

Die Randbedingungen sind in diesem Falle 
homogen, d.h. : 

ao -= 
an s 

0. (22.5) 

Schreibt man die rechte Seite der Gl. (21.5) in 
die Form urn 

dann ergibt sich aus der Beziehung (22.5) und 
(23.5) folgende Abh~ngi~eit 

A,;~+B1,+C,,=A, (24.5) 

Die letzte Abhangigkeit erftillt, wie das leicht 
nachzuprtifen ist, die Bedingung 

Nach Ausfiihrung der notwendigen Rechnungen 
lasst sich die zweite Teillosung folgendermassen 
darstellen 

@,,o?) = ?[(&;)+(&;)](25.5) 

und schliesslich als angenaherte Gesamtlosung 
erhalt man 

Nach Einfiihrung kiirzerer Schreibweise 

lasst sich die Gl. (10.3) folgenderweise darstellen 

~~~~~].~~~.d~.d~ = 0. (27.5) 

Dabei gelten fur Soi folgende Beziehungen 

Setzt man nun (26.5) in (27.5) ein und fiihrt 
die notwendige Integration durch, dann erhalt 
man ein Differentialgleichungssystem zur 
Bestimmung der Funktionskoeffizienten A,(c) 

und A,(i). 
Die Anfangswerte berechnet man mit Hilfe 

der Gl. (13.3). Aus der Anfangsbedingung 0, = 0 
folgt 
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(I b 

A,(O) dt.drj + $f(O) 
(a2 + b2) - A,(i) 2 (a2 + h2) 

0 0 

x&,+~jj[(~_~) 
0 0 

u2b2 
36.(u + b) 

.dt.dq = 0 (28.5) 

und 

x dt. dy = 0. 

Nach Durchfuhrung der Rechnung 
sich 

A (o) = 4 ..f(O) 1. (b3 + a3) (a2 + b2) 

0 2 17 (a4 -t b4) 

(u + b) _~ 
3 1 

(29.5) 

ergibt 

(30.5) 

(31.5) 

Das Differentialgleichungssystem erster Ord- 
nung lautet 

q .f(i). (a + b) - Pe 
i 

q .f(i). f (a + b) 

+ /i,(&ub - /i,(~)~~(02 + b2) = 0 

(32.5) 

+ ;;(b’ + a”) 1 + -/io(;)$(u2 + b2) 

13b’u u3b3 
____ - 

+ 1260 
~ =o. 

+ 72 11 
(33.5) 

dA0 Dabei sind A, = x 

Nach der Losung dieses Systems ergeben sich 
die Beziehungen fur die Funktionskoeffizienten 

in der Form 

A,(i) (a + b) ’ 
4 

=-. j(&dS-@$) 
s 
0 

x f(i) +  
A,(i) (a2 + b2) +  c 

. -____ (34.5) 

y = e-M+1 + $$eW.:;l (35.5) 

168 (u2+ b2) 
Dabei bedeutet M = ~. -~ 

17Pe (uS + b4) 

N = y  (a3 + b3) 
17 ‘(a” + b4)’ 

Sind die Anfangswerte A,(O) und A,(O) vor- 
handen, dann lassen sich such die Konstanten 
Co und C, ohne besondere Schwierigkeiten 

bestimmen. 
Zur numerischen Rechnung ist angenommen, 

dass die Funktion f(c) folgende Form hat 

f(l) = sin 2 
0 

. 
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Bei dieser Annahme ergibt sich 

!!$CJ =&-.L-& _ cos(;)] 

Die unten folgenden Tabellen 2 und 3 
gestatten es, die exakten Werte der Tempera- 
tur an den Stellen 5 = q = 0 und 5 = a, q = b 
mit ihren Niiherungswerten zu vergleichen. 

(a + b) 
-~ 

6 
sin ni + A,(‘) (a* + b*) 

0 L 

(36 5) 

4 24 . 

+ sin f 0 _ML.e-MS . 1 (37.5) 
71 

Tabelle 1 

Pe x h 
D, = ~ a=- 

C D, 
by; 

f 

- Exacte LOsung 

--- (LGlleder der Ansatzfunktm) 
AngenOherte LOsung 

G 
22 [mm] 0,750 0,350 50 1000 BILD 3. Die Temperaturverteilung lrn Kanal von 

rechteckigem Querschnitt. 

Tabelle 2 
Pe = 1000 

A,(i) @a, b, i) @(a, b, i) &O, 0, 0 @CO, 0, i) 

4 4 4 4 4 

genau genau 

1 0,o 0,ooo 
2 ‘L 

fL 
0,0124 

3 0,0243 
4 3L 0,030O 
5 IL 0,0355 
6 $L 0,0405 
7 L 0,0449 

W@ 0,000 WQO 
4,3155 OJ572 OJ2304 
5,058 1 0,2904 0,27830 
3,9348 0,3191 0,32535 
2,0306 0,3042 0,33856 

- 0,3442 0,276O 0,31469 
- 2,8084 0,2095 0,25654 

0,ooo 0,ooo 
0,0124 O,OOO26 
0,0243 0,0064 
0,030O 0,01414 
0,0355 0,0249 
0,0405 0,0377 
0,0449 0.05118 

Tabelle 3 
Pe = 100 In der Tabelle 1 sind die Werte der in der 

&a, b, 0 @(a, b, 0 &A 0, 0 
Rechnung vorkommenden Kenngrbssen wie 

@CO, 0, i) [---- z.B.: Pe, a, b, usw. eingetragen. 
4 4 4 4 Bild 3 stellt den exakt und nliherungsweise 

genau genau berechneten Temperaturverlauf dar. 

1 O,OO 0,oo 0,000 0,000 0,000 5.3 Konvektion in einem 2 ‘L 

fL 

0,4035 0,4069 OJO20 0,0935 Erzwungene geradlinigen 
3 

2L 

0,9948 0,9947 0,4662 0,4663 Kanal von kreisfiirmigen Querschnitt 

4 

2L 

1,2329 1,2313 0,7014 0,7052 Als drittes Beispiel betrachten wir erzwun- 
5 ;L 1,38802 1,3776 0,9262 0,9339 6 1,4145 1,4106 1,1074 1,1177 gene Konvektion in einem geradlinigen Kanal 
7 L 1,3305 1.3269 1,2168 1,2276 von kreisfijrmigem Querschnitt. Den Radius 

des Kreises nehmen wir als Eins an. Die 
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Differentialgleichung fur dieses Problem lautet 

(38.5) 
Aus der Bedingung, die fur das Neumannsche 

In den Betrachtungen ist vorausgesetzt, dass die ProbIem gilt, geht hervor, dass 

Geschwindi~keit der Fliissigkeit tiberall kon- 
stant ist. Die entsprechenden Randbedingungen A,gp;dp+&.dp=O (46.5) 

sind 
0 

und schliesslich 
a0 
ap p=. = 

0, a0 
ap p=l 

= 4 Y(i). (39.5) A,. p + B, = B,($p - 1). (47.5) 

Die Anfangsbedingung lautet dagegen Setzt man (47.5) in (45.5) ein, dann erhalt man 

O&,0)=0, O<pd 1, [=O. (40.5) 
nach der Integration die zweite Teill~sung 

Die Differentialgleichung des ersten Teil- 
problem ist 

(48.5) 

(41.5) 
Entsprechendes gilt fur das dritte Teilproblem, 

I’ wobei die Differentialgleichung in diesem Fall 

Die Randbedingungen bleiben dieselben wie 
lautet 

in (39.5). Da wir in diesem Falle mit dem 1 p 
Neumannschen Problem zu tun haben, miissen 

= A,p2 f C,p + B,. (49.5) 

zustitzliche Bedingungen erfi.illt werden 

j;.ds= jA;dF 

Die dritte Teilliisung erhalt man in der Form 

(42.5) 

s 
0, = B, $ f $ - ; . (50.5) 

oder Die Einzelheiten der Rechnung unterdr~cken 

q./(+dq = A, arp*dp*d, 
wir. 

Die angentiherte Gesamtliisung erhPlt man 
als eine lineare Kombination in der Form 

Daraus 

A, = 2q .S(i). (43.5) 

Nutzt man die zuletzt angegebenen Bezie- 
hungen aus, dann hisst sich die Teil~~sung 
folgendermassen schreiben 

(44.5) Nach Einftihrung einer ktirzeren Schreibweise 

Dabei ist B, eine willktirliche Konstante. 
Die zweite Teilliisung kann man finden, in 

dem man den linearen Anteil der Potenzreihe 
lhst sich die GI. (10.3) folgenderweise darstellen 

an der rechte Seite det Differentialgleichung 
beriicksichtigt 

#+%j~p.dp = 0 fi = 1,2,3]. (52.5) 
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Die weiteren Rechnungen verlaufen wie unter 
Punkt (5.2) und fuhren auf ein Differential- 
gleichungssystem, das aus drei Differential- 
gleichungen erster Ordnung besteht. Nach der 
Losung dieses Systems ergeben sich die fjezie- 
hungen fur Funktionskoe~zienten B,(l), B,(c), 
B,(c). Zur numerisch~ Rechnung ist angenom- 
men, dass die Funktion f(i) folgende Form hat 

f(i) = sin L 
0 
; * 

Die Tabelle 5 gestattet es, die exakten Werte 
der Temperatur an den Stellen 6(0, <) und 

Tab& 4 

R, = ; 
D ,C Pe=‘- 

t x 

&(l, [) mit ihren N~herungswerten zu ver- 
gleichen. Die numerische Rechnung wurde bei I 
ein-, zwei- und dreigliederigem Ansatz fur die 
Gesamtlosung durchgeftihrt. 

BILD 4. Die Temperaturverteilung im Kanal von 

In der Tabelle 4 sind die Werte der in der 
kreisformigem Querschnitt. 

Rechnung vorkommenden Kenngrossen einge- wissen, dass die partielle Differentialgleichung 
tragen. Bild 4 stellt den exakt und naherungs- vom parabolischen Typ mit entsprechenden 
weise berechneten Temperaturverlauf dar. Randbedingungen auf ein ~inimalproblem 

zuriickgefiihrt werden kann. 
6. SCHLUSSBEMERKUNGEN Die neue Auffassung des Variationsproblems 

In der vorliegenden Arbeit hat man nachge- ermtiglicht das unmittelbare Aufschreibeu des 

TabeIIe 5 
Pe = 1000 

4 4 4 4 Y 4 4 4 
-- 

1. Nlherung 2. Naherung 3. N;iherung genau 

1 0,oo 0,oo (400 
2 ?L 0,214O -0,1396 
3 ~~ 0,3773 -01227 
4 &‘ 
5 4, 

opo70 - 0,0.550 
0,394 1 0.0405 

6 $L 43406 0,1492 
7 L 0.2546 0,2.546 

O,W 0300 0300 
OJ431 0,0259 0,1279 
0,3169 0,0183 0,309? 
0,375o 0,0198 0,3747 
0,3986 0.0299 0,4057 
0,3833 0,0495 0,3966 
0,3306 0,0772 0,3482 

OW O,oO O,W 
0,0094 41344 0.000125 
0,0219 0,316O o,oos2 
0,0326 0,379 1 0,022 
40492 0,407o 40443 
0,0719 0,394s 0,0738 
0,0989 0,3428 OJO78 
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Variationsintegrals, ohne die Integraltrans- 
formation anwenden zu miissen. Beide Methoden 
ngmlich, die mit Hilfe der Transformation sowie 
die Vorgeschlagene sind gleichwertig und fiihren 
im Falle der linearen Aufgaben zu denselben 
Ergebnissen. Der Vorteil der vorgeschlagenen 
Methode besteht darin, dass man damit nicht 
nur lineare sondern such nichtlineare Aufgaben 
l&en kann. Die Genauigkeit der Methode 
h%ngt von der Anzahl der Koordinatenfunk- 
tionen im NBherungsansatz ab. 

Abschliessend ist festzustellen, dass das vor- 
liegende Verfahren, deren Giiltigkeit an drei 
Beispielen nachgepriift ist, einerseits hohen 
Genauigkeitsanspriichen geniigt, anderseits aber 
such mit vertretbarem Rechenaufwand in der 
Praxis angewendet werden kann. 

Zu besonderem Dank verpflichtet bin ich den 
Herren Dipl.-Ing. S. Golos und Dipl.-Math. W. 
Pieczka, die in einigen Beispielen die Rechnung 
durchgefiihrt und die Tabellen zusammen- 
gestellt haben. 
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A DIRECT VARIATIONAL METHOD FOR THE TREATMENT OF HEAT TRANSFER 
PROBLEMS IN FORCED CONVECTION 

Abstract-A direct variational method is presented for the determination of a temperature field in forced 
convection. 

This method is based on the principle of limited or partial variation first formulated by Rosen. The 
supplement to this formulation as introduced here satisfies the conditions necessary for the existence of a 
variational integral. Independently those special conditions are presented which allow the construction 
of an approximate solution. 

The advantage of the proposed method is in the possible solution of both linear and non-linear problems. 
For demonstration three problems are calculated and approximate solutions are compared to exact 

values. 

UNE METHODE VARIATIONNELLE DIRECTE DE TRAITEMENT DE PROBLEME 
DE CONVECTION THERMIQUE FORCEE 

RCsumC-Le travail pTesent& a pour but la mise au point d’une mCthode g variation directe, destine6 a la 
determination d’un champ de temperatures 1iC au problkme du flux convectif de chaleur. 

11 est B mentionner l’avantage de la methode, qui satisfait aux toutes condltlons n ‘cessaires IiCes a‘ 
l’existence de l’inttgrale variationnelle. 

Supplementairement on a aussi dCterminC la construction de solutions approchCes basCes sur le modile 
physique et geometrique du problkme. 

La mtthode proposte permet trouver de solutions approchkes egalement dans des cas lineaires que non- 
lintaires. L’application de la mCthode on a illustrb a l’aide de trois examples numtriques qu’on a ensuite 

cornpark avec des solutions exactes. 
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HPHMOm BAPItAIJkiOHHbIti METOG PEIIIEHklH SAflA=I TEHJIOOBMEHA 
HPkl BbIHYXAEHHOfl ICOHBEICIJklll 

AEEOTB~HJI-B pa6OTe OIIMCbIB3eTCFl IIpFIMOti BapHaL(HpHHbI6i MeTOn, IIO3BOJIHIOIl(Hb 

0npenenuTb none TeMnepaTyp B aanasax c KoKBeKTasHbnw noToKaMa Tenna. AOCTOMHCTBOM 

3TOrO MeTOAa HBJIReTCR TO, YTO B HeM yAOBJIeTBOpJIIOTCR BCB HeO6XOAMMbIe yCJIOBIlR 

CylIJeCTBOBaHRR BapIJa~nOHHOrO PIHTWpaJIa. 

HpOMe TOrO,OIIRCbIBaeTCfl IIOCTpOeHLle IIpH6JIIUKeHHbIX peUIeHI48, IIOJIyseHHbIX Ha OCHOBe 

@aansecKoii II reoMeTpHsecKoti MonenH paccMaTpnBaeMbIx sagas. IIpegnaraehibIR MeTon 

II03BOJIReT HaRTI IIpdUIWKeHHbIe PeIIIeHIlR He TOJibKO AJIR JIPlHeiHbIX, HO TbIK)f(e II &TIR 

HeJI,MHeiiHbIX CJlyYaeB. 

MeTO~llK3paC~eTa~~~~CTp~pyeTC~TpeMX~llC~eHHbIMLl~~~Mep3MM,pe3y~bTaTbIKOTOpbIX 

CpaBHlfBaIOTCH C COOTBeTCTByIOE(RMH TO'IHbIMH peIIIeHIWIMI4. 


