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EIN DIREKTES VARIATIONSVERFAHREN ZUR
BEHANDLUNG DER WARMEUBERTRAGUNGSPROBLEME
FUR ERZWUNGENE KONVEKTION

B. KRAJEWSKI
Department of Reactor Engineering, Institute of Nuclear Research. Swierk, near Warsaw, Poland

Zusammenfassung—In der vorliegenden Arbeit ist ein direktes Variationsverfahren angegeben, welches
dic Bestimmung des Temperaturfeldes in erzwungener Konvektion gestattet.

Das vorgeschlagene Verfahren beruht auf dem ergéinzten Satz der begrenzten oder partiellen Variation,
der zuerst von Rosen formuliert wurde. Die gemachte Erginzung des Satzes ermoglicht dann die not-
wendigen Bedingungen, die fiir die Existenz des Variationsintegrals nétig sind, zu befriedigen.

Unabhingig davon sind auch die speziellen Sitze angegeben, die das Konstruieren der angeniherten
Losung in strenger, geniigend vollstdndiger Art gestatten.

Der Vorteil der vorgeschlagenen Methode besteht darin, dass man damit nicht nur lineare, sondcrn

auch nichtlineare Aufgaben 16sen kann.

Um den Rechnungsgang dieses Verfahrens zu erldutern, sind drei Beispiele durchgerechnet und die
gewonnenen Ndhrerungswerte mit den exakten Werten verglichen.

BEZEICHNUNGEN

Temperatur;

Wirmeleitzahl der Fliissigkeit;
(4/C,-p), Temperaturleitzahl der
Fliissigkeit;

spezifische Warme der Flissigkeit;
axiale Komponente der Geschwindig-
keit;

rechtwinklige Koordinaten, wobei {
eine axiale Koordinate bedeutet;
Dichte der Fliissigkeit;
Warmequelldichte;
Wirmestromdichte;
Querschnittsfliche des Kanals;
Umfang des Querschnittes fiir { =
const.;

Wirmeiibergangskoeffizient;

(D, - u/x), Pecletsche Zahl;
thermischer = Durchmesser (4 x
Querschnittsflache/wirme-
austauschender Umfang);
dimensionslose Linge des Kanals.
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1. EINLEITUNG

ZurR LOSUNG der Warmestromungsaufgaben,
die mit nicht stationirer Wirmeleitung wie
auch mit ecrzwungener Konvektion zu tun
haben, verwendet man im allgemeinen ver-
schiedene Methoden, wobei wir im wesentlichen
drei Falle unterscheiden:

1. Die Methoden, die zur exakten Ldsung
fihren

2. Die numerischen Methoden

3. Die analytischen Naherungsmethoden

Die erste der erwdhnten Methoden ist nur
fiir einfache Fille anwendbar d.h., nur fiir die
Aufgaben, die wegen einfacher Geometrie exakt
16sbar sind. In den praktischen Problemen der
Technik begegnet man dagegen oft Aufgaben,
deren exakte Losung entweder nicht gefunden
werden kann, oder so kompliziert ist, dass sie
sich fiir die effektive Rechnung kaum eignet.

Die numerischen Methoden wie z.B. das
Differenzenverfahren gestatten zwar beinahe



470 B. KRAJEWSKI

jedes praktische Problem anzugreifen und zu
l6sen, aber als Losung erhalten wir die Werte
der gesuchten Funktion, die nur an diskreten
Stellen vorkommen. So eine Form der Losung
erschwert die Analyse der numerischen Ergeb-
nisse.

Die analytischen Niherungsmethoden sind
dagegen frei von diesem Nachteil. Bei der
Anwendung der analytischen Néherungs-
methoden erhdlt man {iblicherweise die Losung
in geschlossener Form, was wesentlich die
qualitative Analyse durchzufithren erleichtert.
Unabhingig von oben gesagten ist die Losung
in geschlossener Form meist bedeutend leichter
zu programmieren, was fir numerische Rech-
nungen besonders vorteilhalft ist.

In letzter Zeit werden fiir die parabolische
Differentialgleichung die Variationsmethoden
entwickelt, die von den Technikern mit grossem
Interesse aufgenommen wurden und sofort
weite Verbreitung fanden.

Das Vorhandensein dieser Arbeiten gestattet
es, das Variationsintegral fiir die erwihnten
Fille aufzuschreiben. Das Lo&sungsverfahren
besteht darin, dass man zuerst die Laplacesche
Transformation anwendet. Die Anwendung der
Transformation dndert den Typ der Differential-
gleichung, es geht ndmlich die parabolische
Differentialgleichung in die elliptische Gber.
Dieser Kunstgriff ermoglicht das Aufschreiben
des Variationsintegrals. Die Losung des
Problems kann nachher mit Hilfe einer der
direkten Methoden gefunden werden.

Die bekanntesten Arbeiten, die diesen Rech-
nungsgang verwendet haben, sind die von [1-4].
Um diesen mittelbaren Schritt d.h., die Trans-
formation zu vermeiden, wird in dieser Abhand-
lung ein direktes Verfahren vorgeschlagen. Der
Vorteil der vorgeschlagenen Methode besteht
darin, dass man damit nicht nur lineare, sondern
nichtlineare Aufgaben 16sen kann.

Die vorgeschlagene Methode nutzt den Satz
der begrenzten oder partiellen Variation aus, der
zuerst von Rosen [ 7] formuliert wurde.

Die praktische Anwendung dieser Satzes
stasst aber auf recht erhebliche Schwierigkeiten

und zwar wegen der Notwendigkeit eine gewisse
Klasse von Funktionen zu finden, welche
{iblicherweise nur auf dem intuitiven Wege
konstruiert werden kann. Bekanntlich ist es
besonders schwer, solche Koordinatenfunktion
zu finden, wenn sie von mehreren Verinderlichen
abhiingt. Um diese erwihnte Schwierigkeit zu
beseitigen, werden die speziellen Sdtze
angegeben, die das Aufsuchen der zuldssigen
Funktionen in strenger, geniigend vollstindiger
Art gestatten. Bevor wir in das Verfahren tiefer
eindringen, kann man schon voraus sagen, dass
die Gesamtlosung des Problems aus zwei
Teillésungen gewonnen sein wird.

Die erste Teillgsung kann man gewinnen,
indem man nur den elliptischen Teil der Aus-
gangsdifferentialgleichung  betrachtet,  die
bekanntlich zu dem parabolischen Typ gehort.

Bei dieser Annahme erhilt man tblicherweise
die Poissonsche Differentialgleichung mit ent-
sprechenden Randbedingungen. Entscheidend
fur den weiteren Verlauf der Rechnung ist dabei
die Tatsache, dass die rechte Seite der erwédhnten
Differentialgleichung eine Potenzreihe von
in der Differentialgleichung vorkommenden
Verdnderlichen ist. Die Potenzreihe ist so
gebildet, dass sie bei jedem Glied der Entwicklung
einen zunichst unbestimmten Zahlenfaktor hat.
Demzufolge erhilt man als Teillésung eine
endliche Zahl von Funktionen, wobei die erste
Funktion die Losung der abgesonderten
Differentialgleichung ist, die an der rechten Seite
eine Konstante hat. (Das erste Glied der
Potenzreihe). Diese Funktion erfillt die ge-
gebener, (inhomogenen) Randbedingungen. Die
nichsten Funktionen dagegen erfilllen die
zugehdrigen homogenen Randbedingungen.
Bildet man nachher eine Linearkombination
von diesen Teilldsungen und nutzt den Satz der
begrenzten Variation aus, dann erhilt man ein
System von  gewdhnlichen  Differential-
gleichungen fir die zuerst unbestimmten Zahlen-
faktoren. In besprochenen Problemen d.h. in
erzwungener Konvektion sind es Systeme von
gewohnlichen Differentialgleichungen  erster
Ordnung, Derartige Rechnungen liefern uns
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dann brauchbare Werte, wenn die Anfangsbedin-
gungen auf spezielle Art erfiillt sind, wie das
demnéchst gezeigt wird.

Es wird auch gezeigt, dass die nach diesem
Verfahren gewonnenen N&herungswerte schr
nahe bei den wohlbekannten exakten Werten
liegen.

Um den Rechnungsgang dieses Verfahrens zu
erldutern, sind drei Beispiele durchgerechnet
und die gewonnenen Niherungswerte mit den
exakten Werten verglichen.

2. MATHEMATISCHE FORMULIERUNG DES
PROBLEMS

2.1 Variationsproblem

Im folgenden beschaftigen wir uns aus-
schliesslich mit konvektiver Warmestromung,
obwohl das Verfahren auch auf den Fall der
nicht stationidren Warmeleitstromung ohne
besondere Schwierigkeiten angewandt werden
kann. In den Betrachtungen nehmen wir an,
dass die WarmestrOmung in einem geradlinigen
Kanal stattfindet, wobei das Geschwindigkeits-
profil der fortbewegten Flissigkeit als angegeben
vorausgesetzt ist. Wahlt man die Koordinaten-
achse lings der Stromrichtung, dann ergeben
sich die senkrechten Querschnitte als ein ab-
geschlossener, beschrinker, einfach zusammen-
hingender Bereich “F” mit “I'” als stiickweise
glatter Randkurve. Die Gesamtrandkurve “I™
moge aus drei Teilrandkurven bestehen. Jeder
dieser drei Randkurven ist eine andere Rand-
bedingung zugeordnet. Ferner soll die
Geschwindigkeitsverteilung  lediglich  durch
dussere Umstinde bedingt sein, d.h. wir ver-
nachlissigen den Einfluss des Temperaturfeldes
auf das Geschwindigkeitsfeld. In der Flissigkeit
besteht eine vom Ort abhingige Wirmequelle
mit der Ergiebigkeit @ je Volumen- und Zeitein-
heit.

Die in der Flissigkeit entstehende stationire
Temperaturverteilung T beschreibt dann die
Differentialgleichung:

0 oT
%[i(é,m/:) 5;] 5[/1(5,11,0 J + BEn0)

oT
=c,pu S (12)

o’
Die Randbedingungen konnen entsprechend
der Problemstellung verschiedener Art sein:

[T-T],=0 2.2)
[A or + q:l =0 (3.2)
on r
[ig + T — T;")] =0. 4.2
on rs

Die  Anfangstemperaturverteilung ist als
bekannte Funktion angegeben. Es ist ndmlich:

T() = To(éan), C =0. (52)

Das beschriebene Problem ist, wie sogleich
gezeigt wird, der Variationsaufgabe:

o

0
,-p-u.T. -—}dé dn—l—jq.T.ds

oC
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+ to
m

Is
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- T7. T) ds = Extremum (6.2)

gleichwertig, Die Extremalbedingung
oT 86T 8T 83T
F
+c,.p.u. a—c I'+ec
+ fq.cST.ds + Ja[tr'" — T™}6T .ds =0

r; r;

oT
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geht bei Beriicksichtigung der Greenschen
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iber.* Um unterschieden zu konnen, ob eine
Extremale wirklich ein Extremum liefert, muss
zusitzlich die Legendresche Bedingung erfiillt
werden. Im unseren Falle lautet diese Bedingung:

0 (oL ¢ (0L

wobei

) )

oT

+Cp.p.u.T.a—C (11.2)
und
oT cT
T, = %’ v = o bedeuten.

Die Energiegleichung (1.2) ist demnach eine

* Wie zuvor erwahnt wurde, ist das Variationsintegral
begrenzt. Das Variationsintegral erstreckt sich ndmlich nur
auf die Veridnderlichen ¢, n, wobei die Verdnderliche {
als Parameter anzusehen ist. Daraus ergibt sich unmittelbar:

HOT) mcoms _

oC

B. KRAJEWSKI

Eulersche Differentialgleichung und die rest-
lichen Bedingungen sind die Randbedingungen
des Variationsproblems (6.2). Zur Losung sind
alle stetigen, mit stetigen partiellen Ableitungen
bis zur zweiten Ordnung einschliesslich ver-
sehenen Funktionen zugelassen, die auf dem
Rande “I'” des Bereiches “F” der ersten Rand-
bedingung geniigen. Natiirlich wird man Rand-
bedingungen, die sich ohne weiteres durch
die Ansatzfunktion erfiillen lassen, zur Verein-
fachung der Rechnung bereits im Ansatz beriick-
sichtigen.

3. KONSTRUKTION DER NAHERUNGSFUNKTION

3.1 Teillbsung des Problems

Um eine effektive Losung von Gleichung [6]
gewinnen zu konnen, muss eine gewisse Folge
von Ansatzfunktionen gefunden werden, die
wenigstens teilweise den zugeordneten Rand-
bedingungen geniigen. Wie zuvor erwihnt
wurde, stosst das Aufsuchen dieser Folge von
Ansatzfunktionen auf Schwierigkeiten und ver-
lauft iiblicherweise auf intuitivem Wege. Um
diesen Weg auszuscheiden, werden nun die
Annahmen getroffen, die das Aufsuchen der
Ansatzfunktionen mit der fiir den Praktiker
notigen Vollstindigkeit gestatten. Zu diesem
Zweck wird unsere Betrachtung nur auf den
elliptischen Teil der Ausgangsdifferential-
gleichung (1.2) beschrinkt. Unter Beriicksichti-
gung des vorhergesagten erhilt man die Differ-

entialgleichung

ef oT of,oT

ae A 66) + %<A (3r]> = F(&n).
Die entsprechenden Randbedingungen bleiben
dieselben wie in (2.2), (3.2), (4.2). Die Verdnder-
liche { tritt hier lediglich als Parameter auf. Die
rechte Seite der Differentialgleichung (1.3) ist
eine Potenzreihe von in der Differentialgleichung
vorkommenden Verédnderlichen. Im betrach-
teten Fall ldsst sich die Funktion F(&,5) folgender-
massen schreiben:

F(&n) = 2

m,

(1.3)

Ay, Emop (2.3)

0

{mn=012,...,N]
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wobei A, , noch zu bestimmende Funktionen
von{ smd die bei der Auflosung der Differential-
gleichung (1.3) als konstant angenommen sind.
Im weiterem Verlauf der Rechnung bildet man
eine Folge von Teillosungen der Differential-
gleichung (1.3), wobei die erste Losung mit
F(n) = Ay, und Randbedingungen (2.2), (3.2),
(4.2) ermittelt ist.

Die nichsten Teillosungen erhélt man, indem
man die weiteren Glieder der Potenzreihe
beriicksichtigt, wobei die Randbedingungen in
diesem Falle als homogen angenommen sind,
d.h.:
oT

=0, A—
on

oT
=)=

T
r on

= 0.
I3

(3.3)

ry

In vielen Féllen gelingt es, die exakte Losung
der Differentialgleichung (1.3) zu gewinnen. Die
Losungen so gestellter Aufgaben sogar fir
komplizierte Berandungen liegen in der Literatur
bereits vor.

Wir gehen jetzt zur Untersuchung des Neu-
mannschen Problems iiber, welches gewisse
Besonderheiten im Vergleich zu den anderen
Problemen hat. Die oben erwidhnten Besonder-
heiten des Neumannschen Problems ergeben
sich von selbst aus dem Losungsgang. Schreiben
wir ndmlich die Differentialgleichung (1.3):

div(A.grad T) = K (idem) (4.3)

dann ergibt sich nach der Beriicksichtigung des
Gauss-Ostrogradsky Satzes:

{div(i.grad T).dF = {i.grad T.ds (5.3)
F N
und schliesslich
[K.dF =[i.grad T.ds.  (6.3)
F S

Wenn 4.grad T als gewisse Funktion auf der
Berandung angegeben ist

Agrad T| = ¢(s) (7.3)
s
dann erhilt man folgende Abhingigkeit
Agrad T = g(s) (8.3)
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Man sieht aus der Gl. (4.3), dass die Konstante
K in diesem Falle nicht willkiirlich gewdhilt sein
kann. Beriicksichtigt man dagegen die weiteren
Glieder der Potenzreihe und die homogenen
Randbedingungen, dann erhilt man die zusitz-
lichen Abhingigkeiten, welche die Zahl der in
der Potenzreihe vorkommenden Konstanten
zu reduzieren gestatten.

3.2 Gesamtlésung des Problems

Sind die Teillésungen des Problems vor-
handen, dann ldsst sich die Gesamtlésung als
eine Linearkombination folgendermassen dar-
stellen

T = 0,End) + iA,.(«:yp,.(c,n)
[i=12,....1].

Wie zuvor erwdahnt wurde, stellt der erste Aus-
druck eine Losung der Differentialgleichung
(1.3) mit inhomogenen Randbedingungen dar,
die an der rechten Scite eine Konstante hat.
Der zweite Ausdruck dagegen, der aus den
nichsten Losungen de gednderten Differential-
gleichung besteht, erfiillt die zugeh6rigen homo-
genen Randbedingungen. Nach der Anwendung
der begrenzten Variation erhilt man fiir die
Bestimmung von A, ein System von gewohn-
lichen Differentialgleichungen erster Ordnung

oT @ oT oT

f[ '“52‘&(”%) 6'1</1 )
oT

:I(ST dé. dr1+J‘|}15'7+q]57;ds

9.3

+ o(T™ — T;")] ST ds =0 (10.3)

wobei 6T = a—T—aA

Diesem System von gewdhnlichen Differential-
gleichungen sind gewisse Konstanten zu-
geordnet, die den Anfangswerten entsprechen.
Diese Anfangswerte hdngen von der Anfangs-
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bedingung (5.2) ab und werden auf eine ganz
spezielle Art ermittelt.

3.3 Erfilllung der Anfangsbedingung

Gegeben sei unsere Naherungsfunkiion an
der Stelle { = 0, die eine endliche Linearkom-
bination von N + 1 Funktionen darstellt

T = T[En,A,(0),4,(0),...,4,(0)]] (11.3)
[i=012,....N]

wobei 4,(0) vorldufig noch unbestimmte Ko-
effizienten sind, die gesuchten Anfangswerte
darstellen.

Dann ist die Abweichung der Ndherungsfunk-
tion T von T, (&) durch

e =T, - T (12.3)

Als beste Niherungswerte werden diejenigen
angesehen, die das iiber den ganzen Bereich “F”
erstreckte Abweichungsquadrat zu einem Mini-
mum machen.

= Minimum. (13.3)
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Aus der Minimalforderung (13.3) kOnnen wir
die Konstanten A4,(0) bestimmen. Diese verlangt,
dass die partiellen Ableitungen nach 4,(0)
verschwinden. Daraus ergeben sich N + 1 lineare
inhomogene Gleichungen zur Bestimmung der
N + 1 bisher unbekannten A,(0). Die aus der
Minimalbedingung gewonnenen Gleichungen
bezeichnet man als Normalgleichungen. Oft
bedient man sich fiir die in diesen Gleichungen
auftretenden Integralen einer kiirzeren Schreib-
weise, indem man

{T,. T..d¢.dn = [T,, T [T?.d¢.dn
F F
=[T.T1IT.T.d dg=[TT] (143
F

[rs=012,....N]

einsetzt. Die Normalgleichungen erhalten damit
die Form:

AOLT,. T, + 4,0(T,.T.]
+ ... AN(O)[’TO'TN[ = [TE)T;)]

AT, . T,] + A0 T,.T,]

Die Teilldsung der abgesonderten
Differentialgleichung

!

-

Die Teillosung, die inhomogenen
Randbedingungen bericksichtigt
F

k

|

Die Teill6sungen, die homogenen
Randbedingungen beriicksichtigen

i

t

Linearkombination
von den Teilldsungen @ und 2 mit
unbestimmten Funktionskoeffizienten

Die Bestimmung der Anfangswerte
mittels der Methode der kleinsten
quadratischen Abweichung

Das Einsetzen der Naherungs| 6sung
in das Variationsintegral (10.3)

des Differentialgleichungssystem

Die Losung

erster Ordnung
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AOIT,. TN] [To.T,]

0)[T T]+A (0)[T T] Z
N(O){ N N] = {TOTN]
(15.3)

4. RECHNERISCHES VORGEHEN

Um das rechnerische Vorgehen anschaulicher
darzustellen, ist ein Diagramm angegeben.
Daraus ist unmittelbar ersichtlich, wie die
Rechnung verlauft.

5. ANWENDUNGSBEISPIELE

Dieser Abschnitt behandelt zahlenmissig
einen nichtstationdren Wirmeleitvorgang und
zwel Wirmestrémungsaufgaben fiir erzwungene
Konvektion. Im folgenden wird fiir alle Probleme
vorausgesetzt, dass die Stoffwerte temperatur-
unabhingig sind.

5.1 Berechnung der Temperaturverteilung in einer
unendlich ausgedehnter Platte
Die Differentialgleichung fiir den betrachteten
Fall lautet

it N

sz =0 (1.5)

4

dabei ist = I
T
Die Randbedingungen fiir diese Aufgabe seien
pun:

09
— =0, 9 = 1. (2.5)
0x|4=g x=d
Die Anfangsbedingung lautet dagegen:
Mx0) =0, 0<x<é, =0 (35

Wendet man den im Abschnitt 3 beschriebenen
Rechnungsgang an, dann erhilt man die Dif-
ferentialgleichung des Teilproblems

4.5)

mit den Randbedingungen (2.5). Nach zwei-
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maliger Integration und Beriicksichtigung der
Randbedingungen erhdlt man die erste Teil-

16sung
- A 52 2
5, =% [(%) —1]+1.

Die nichste Teilldsung ergibt sich aus der
Differentialgleichung

d*3,

5.5)

= A,x + B, {6.5)
dx?
mit Randbedingungen
%, =0, 9, = 0.
ax x=0 x=8

Fiir die oben geschriebenen Randbedingungen
lautet die zweite Teillosung

= AP[/x\ B,6*[ [x\?
=26 -G -
(1.5)

Da die Ausdriicke mit Funktionskoeffizienten
A, und B, dieselbe Form haben, kann man des-
wegen die Linearkombination folgendermassen
darstellen

vl - Jaol() -]

(8.5)
Die Anfangswerte berechnet man mit Hilfe der
Gl (13.3). Aus der Anfangsbedingung 3(x,0) =0
folgt

§

x\2 J7x\
[{r+40.5)(5) 1]+ 20.5(3)
0

2
- 1]} .dx = Minimum. 9.5)

Nach der Durchfiihrung der Rechnung ergibt
sich

3,4608

s 430719
400 = - 27—, 2P

53

Setzt man nun die Gesamtlosung (8.5) in Gl.
(10.3) ein und fiihrt die Integration durch, dann

A4,(0) = (10.5)
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erhilt man folgendes Differentialgleichungs-
system

—%0 A, — 364, — 262 A, — 564, =0

3y Ay~ b A, — 0%~ 203 A, =0

(11.5)
s d4,
Dabeiist 4, = a4
, d4,
=g

Nach der Losung dieses Systems ergeben sich
die Beziehungen fiir Funktionskoeffizienten

1’5830'6_2’2713" 5’0438.6*25:6054"
2

=5 T
0,7847 1,1034
Al — 53 .6—2'5714" _ 53
% e~2,?13fc+4’6i59,e~25,605n {125)
0
Dabei bedeutet 7 = ;—;
10 T T I
r=,0 o i
08+
1r=0,6‘____,
OB~ —
7'/TI
70,3 /
04 f —
/
/
o2p— o // —
=0
{7
A (0?6 “(‘09@97
- - | o B
0 02 0,4 0,6 0,8 1,0
X/8

BiLp 1. Die Temperaturverteilung in ebener Platte.

Die Ergebnisse der Niherungsidsung sind mit
exakten Werten verglichen und im Bild 1
dargestellt.

5.2 Erzwungene Konvektion in einem geradlinigen

Kanal von rechteckigem Querschnitt (Bild 2)

Der Temperaturverlauf infolge der erzwunge-

nen Konvektion in einem geradlinigen Kanal

von rechteckigem Querschnitt beschreibt fol-
gende Differentialgleichung

e ke 00
S tar o PeF =0 139
/"
i
n

BiLD 2. Die Geometrie des Kanals.

In den Betrachtungen ist vorausgesetzt, dass
die Geschwindigkeit der Flissigkeit iiberall
konstant ist. Die entsprechenden Randbedin-
gungen im betrachteten Fall sind

o _o
%m0 Mo (14.5)
° e q-f(©)
aé {=a 07] n=h '

Wir bemerken, dass in der Gl (14.5) die Lange
der Rechteckseiten mit a und b bezeichnet
wurden.

Die Anfangsbedingung lautet dagegen

0,=0, 0<i<a, O0<y<db (=0 (155

Die Differentialgleichung des ersten Teil-

problems ist
9’8,
o&?

P00 _
00

5 (16.5)
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Die Randbedingungen bleiben dieselben wie in
Gl (14.5). Da wir in diesem Falle mit dem
Neumannschen Problem zu tun haben, miissen
zusitzliche Bedingungen erfiillt werden. Es ist

ndmlich
J??_ ds = J-dF. (17.5)
on
F
Es gilt dann die folgende Bezichung:
a b ab
q'f(C)‘(f) dc + Q’f(C)',(Edﬂ = Aoog(f) dg-dn  (18.5)

und schliesslich

1 1
Aoo =q-f({)- [5 + "l;:l {19.5)

Die Teillosung der Gl (16.5) lisst sich folgen-
dermassen schreiben

WO 1),

@00 2

(20.5)

Dabei ist A, eine wilkiirliche Konstante.
Die niichste Teillésung kann man finden, indem
man die weiteren Glieder der Potenzreihe in der
Differentialgleichung beriicksichtigt

%@ e, 70,
aéz 5,,',2

=A;;1" ¢+ By n+Cy1
(21.5)

Die Randbedingungen sind in diesem Falle
homogen, d.h.;

00

6—ns=0.

(22.5)

Schreibt man die rechte Seite der Gl, (21.5) in
die Form um
A

B
—ii-&:+-é-‘-‘—n+1=Alé+Bln+1
11

(23.5)
Cll

dann ergibt sich aus der Bezichung (22.5) und
(23.5) folgende Abhingigkeit

A11'5+311+C11=‘41[§+%*{l (24.5)
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Die letzte Abhdngigkeit erfillt, wie das leicht
nachzupriifen ist, die Bedingung

a b
9 E.n_ cdy =
Jand_Afj[—--g l]dédn—o.
s 00

Nach Ausfithrung der notwendigen Rechnungen
1asst sich die zweite Teillosung folgendermassen
darstellen

A 3 2 3 2
0, = (C)K% - %—) + (g—b _ "5)] (25.5)

und schliesslich als angenéherte Gesamtldsung
erhilt man

2 2
eyt f(é)(ca

b>+A ©

402 & P n
) [(35*'5>+<%—?):] (26.5)

Nach Einfithrung kiirzerer Schreibweise
. %@ 62@ 00
L[@] = d 62 + — Pe- —a—C-

lasst sich die Gl (10.3) folgenderweise darstellen

fL[é] -8@,-dE-dn = 0. (27.5)
0

O ey 8

Dabei gelten fiir @, folgende Beziehungen

. 00 . 00
A, 60 =—1384
80, = 3, 04, 00, T

AN A
-G53

Setzt man nun (26.5) in (27.5) ein und fithrt
die notwendige Integration durch, dann erhalt
man ein Differentialgleichungssystem zur
Bestimmung der Funktionskoeffizienten A ({)
und 4 ,({).

Die Anfangswerte berechnet man mit Hilfe
der GL. (13.3). Aus der Anfangsbedingung @, =0
folgt
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ab a b

q e n
AO(O)”dé-dn +5~f(0)-”<;+;>dé
00

00

a b
A (0 3 2
el

0 0

N <f _ ’Lzﬂ.dg-dn =0 (285

x d&-dn = 0. (29.5)

Nach Durchfilhrung der Rechnung ergibt
sich

g fO)f 7 (B + d’)(a® + b?)
40 = =3 [ﬁ (@* + b%
G b)] (30.5)
3
4 (b + ad)
A, 0 =q-f(0 ) T AT (31.5)

Das Differentialgleichungssystem erster Ord-
nung lautet

¢SO @+ b)— Pe{q S©- L@+ b

+ Ay8)-ab — AI(C)';—Z(GZ + bz)} =0

(32.5)

b
g f© R @ b - A0 @+ )
2b2
- pel = 20| 5w e
I P N
A3 b 1365 @b
> [ 260 * 1260 72}}_0‘
(33.5)
Dabei sind 4, = %
. d4,
Al = d—é’
o df
fQ) = T

Nach der Losung dieses Systems ergeben sich

die Beziehungen fiir die Funktionskoeffizienten

in der Form
A0 _(a+b) (a + b)
p b Pe Jf(() df -
[}]
A,Q) (@ + )
SO+ T A G (49)
Al_(C) e ML [C +N- Jg-eMﬁ-dC] (35.5)
q d¢
, _ 168 (a’+ b7
Dabei bedeutet M = T7Pe im
84 (a’ + %)
17 (a4 + b*y

Sind die Anfangswerte 4,(0) und 4,(0) vor-
handen, dann lassen sich auch die Konstanten
C, und C, ohne besondere Schwierigkeiten
bestimmen.

Zur numerischen Rechnung ist angenommen,
dass die Funktion f({) folgende Form hat

£(¢) = sin (ff)



Bei dieser Annahme ergibt sich

A @+b) L

=)
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Die unten folgenden Tabellen 2 und 3
gestatten es, die exakten Werte der Tempera-
tur an den Stellen £ =y =0und E =a,n="»

q Peab n mit ihren Niherungswerten zu vergleichen.
a+b) . (n A () (a® + b?
_lath )sm s + A0 +b) (36.5) aze -
6 L q 24 i ) S~
G281~ // \\
A,(0) N ML cos g Y N
= T . — — | /
q ML\? n L o \
— +1 / i \
s 020 - / F(G,b.g)
8 // — Fxacte L8sung
7 oleF —=—1{2Glieder der Ansatzfunktion)
+ SiIl (Eg) _ ML . e—M{il' (375) 7 // Angenaherte Ldsung
L ™ o2} /
/
0,081 // 8
Tabelle 1 / ¢ 00
004 = =
Pe s h k H D - _ :M
D, = L A D P 2 === L I
C D, D, D, P 0 0,25 0,50L 0,75 1,00
22[mm] 0,750 0,350 50 1000 Buib 3. Die Temperaturverteilung im Kanal von
rechteckigem Querschnitt.
Tabelle 2
Pe = 1000
¢ Aold) A, 8(a,b,l) Oab ) 60,0 600,
q q q q q q
genau genau
1 0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
2 %L 0,0124 43155 0,1572 0,12304 0,0124 0,00026
3 gL 0,0243 5,0581 0,2904 0,27830 0,0243 0,0064
4 §L 0,0300 3,9348 0,3191 0,32535 0,0300 0,01414
5 ;L 0,0355 2,0306 0,3042 0,33856 0,0355 0,0249
6 L 0,0405 —0,3442 0,2760 0,31469 0,0405 0,0377
7 L 00449 —28084 02095 025654 00449 005118
;Zb:eufo% In der Tabelle 1 sind die Werte der in der
= = Rechnung vorkommenden Kenngréssen wie
¢ O@b,l) ©@bl 0007 6007 zB.: Pe, a, b, usw. eingetragen.
q q q q Bild 3 stellt den exakt und ndherungsweise
genau genau berechneten Temperaturverlauf dar.
1000 000 0000 0000 0,000 5.3 Erzwungene Konvektion in einem geradlinigen
2 %L 0,4035 0,4069 0,1020 0,0935 K ) kreisférmi hni
3 1L 09948 09947 04662 04663 anal von rjezsforngen Quersc nitt
4 %L 1,2329 1,2313 0,7014 0,7052 Als drittes Beispiel betrachten wir erzwun-
5 gL 138802 13776 09262 09339 gene Konvektion in einem geradlinigen Kanal
6 1L 14145 1,4106 1,1074 11177 pe . . X
7 L 13305 13269 12168 L2276 von kreisférmigem Querschnitt. Den Radius

des Kreises nehmen wir als Eins an. Die
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Differentialgleichung fiir dieses Problem lautet
1 ¢ 00\ Pe 00
—p == = (.
pp\" dp) 2 &

In den Betrachtungen ist vorausgesetzt, dass die

Geschwindigkeit der Fliissigkeit {iberall kon-

stant ist. Die entsprechenden Randbedingungen
sind

(38.5)

00 00
— =0, — =q-f). (395
21,0 ol q-f() )
Die Anfangsbedingung lautet dagegen
O,p.0)=0 0<p<l, (=0 (405

Die Differentialgleichung des ersten Teil-

problem ist
d
ENORCANDS
pdp dp

Die Randbedingungen bleiben dieselben wie
in (39.5). Da wir in diesem Falle mit dem
Neumannschen Problem zu tun haben, miissen
zusitzliche Bedingungen erfiillt werden

(41.5)

ja—@ ds—jAl-dF (42.5)
on
s F
oder
1 2z
qf(CH do = A Hﬂ dp-de

Daraus

A, =2q-f() (43.5)

Nutzt man die zuletzt angegebenen Bezie-
hungen aus, dann lisst sich die Teilldsung
folgendermassen schreiben

2

00 0 =q-fO5+B, (@43

Dabei ist B, eine willkiirliche Konstante.

Die zweite Teillosung kann man finden, in

dem man den linearen Anteil der Potenzreihe

an der rechte Seite det Differentialgleichung
beriicksichtigt

B. KRAJEWSKI

p dp\PTap )T AP T B

Aus der Bedingung, die fiir das Neumannsche
Problem gilt, geht hervor, dass

(45.5)

1 i
Ay [Py dp + By [prdp =0 (465)

und schliesslich
A,-p+ B, =B,Gp — 1). (47.5)

Setzt man (47.5) in (45.5) ¢in, dann erhilt man
nach der Integration die zweite Teillosung

3 2
P P
©:= Bz(“ﬁ” - 7)-

Entsprechendes gilt fiir das dritte Teilproblem,
wobei die Differentialgleichung in diesem Fall
lautet

(48.5)

1 p de, 2
— 23 =4 C B.. {495
pdp<p dp) 307+ Cyp + B, (49.5)

Die dritte Teillosung erhilt man in der Form

4 3 2
0, =B (9- + 2 p—). (50.5)

12 4
Die Einzelheiten der Rechnung unterdriicken
wir.
Die angendherte Gesamtlosung erhalt man
als eine lincare Kombination in der Form

3 2
8(p.0) = B,(0) + af )% +Bﬁ( —%)
4 p3 pZ
+ B3(C)(1 +05 7()‘ (51.5)

Nach Einfithrung einer kiirzeren Schreibweise
.. 1a[ a0\ Pe 00
L =——|p——}——"—=
6] pop (p 6,0) 2 &
lasst sich die Gl. (10.3) folgenderweise darstellen

jl"L[@](S@i'p‘dp:O [i=123] (525
0
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Die weiteren Rechnungen verlaufen wie unter
Punkt (5.2) und fiihren auf ein Differential-
gleichungssystem, das aus drei Differential-
gleichungen erster Ordnung besteht. Nach der
Losung dieses Systems ergeben sich die Bezie-
hungen fiir Funktionskoeffizienten B ({), B,({),
B,({). Zur numerischen Rechnung ist angenom-
men, dass die Funktion f({) folgende Form hat

£(0) = sin (—’{9)

Die Tabelle 5 gestattet es, die exalften Werte
der Temperatur an den Stellen &(0,{) und

Tabelle 4
Pe-x H D D,-C
D' — N /_ L =— R' - ot Pe = =
C R, 2 »
22 {mm]} 100 11 {mm]} 1000

6(1,0) mit ihren Niherungswerten zu ver-
gleichen. Die numerische Rechnung wurde bei
ein-, zwei- und dreigliederigem Ansatz fiir die
Gesamtlosung durchgefiihrt.

In der Tabelle 4 sind die Werte der in der
Rechnung vorkommenden Kenngrdssen einge-
tragen. Bild 4 stellt den exakt und niherungs-
weise berechneten Temperaturverlauf dar.

6. SCHLUSSBEMERKUNGEN
In der vorliegenden Arbeit hat man nachge-
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040
036
0,32
0,28
0,24
0,20
ol6
0,12
0,08

5,04

'Q'CD

\ ),‘oa
_0'04_.\
-0,08/—
oz N\, /
-0,16—

-0,20—

BiLp 4. Die Temperaturverteilung im Kanal
kreisformigem Querschnitt.

von

wissen, dass die partielle Differentialgleichung
vom parabolischen Typ mit entsprechenden
Randbedingungen auf ein Minimalproblem
zuriickgefiihrt werden kann,

Die neue Auffassung des Variationsproblems
ermoglicht das unmittelbare Aufschreiben des

Tabelle 5
Pe = 1000
c OL) B0 8,LD 8,00 &,LD 6,00 6enc 6(0,0)
q q q q q q q q
1. Naherung 2. Naherung 3. Niherung genau
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 AL 0,2140 —0,1396 0,1431 0,0259 0,1279 0,0094 0,1344 0,000125
3 iL 0,3773 —0-1227 0,3169 0,0183 0,3097 0,0219 0,3160 0,0082
4 i.lL 0,4070 —0,0550 0,3750 0,0198 0,3747 0,0326 0,3791 0,022
5 %L 0,3941 0,0405 0,3986 0,0299 0,4057 0,0492 0,4070 0,0443
6 L 0,3406 (,1492 0,3833 0,0495 (,3966 0,0719 0,3945 00738
7 L 42546 0,2546 0,3306 0.0772 (,3482 (,0989 0,3428 40,1078
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Variationsintegrals, ohne die Integraltrans-
formation anwenden zu miissen. Beide Methoden
namlich, die mit Hilf¢ der Transformation sowie
die Vorgeschlagene sind gleichwertig und fithren
im Falle der linearen Aufgaben zu denselben
Ergebnissen. Der Vorteil der vorgeschlagenen
Methode besteht darin, dass man damit nicht
nur lineare sondern auch nichtlineare Aufgaben
l6sen kann. Die Genauigkeit der Methode
hidngt von der Anzahl der Koordinatenfunk-
tionen im Naherungsansatz ab.

Abschliessend ist festzustellen, dass das vor-
liegende Verfahren, deren Giiltigkeit an drei
Beispielen nachgepriift ist, einerseits hohen
Genauigkeitsanspriichen geniigt, anderseits aber
auch mit vertretbarem Rechenaufwand in der
Praxis angewendet werden kann.

Zu besonderem Dank verpflichtet bin ich den
Herren Dipl.-Ing. S. Golos und Dipl.-Math. W.
Pieczka, die in einigen Beispielen die Rechnung
durchgefithrt und die Tabellen zusammen-
gestellt haben.
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A DIRECT VARIATIONAL METHOD FOR THE TREATMENT OF HEAT TRANSFER
PROBLEMS IN FORCED CONVECTION

Abstract—A direct variational method is presented for the determination of a temperature field in forced

convection.

This method is based on the principle of limited or partial variation first formulated by Rosen. The
supplement to this formulation as introduced here satisfies the conditions necessary for the existence of a
variational integral. Independently those special conditions are presented which allow the construction

of an approximate solution.

The advantage of the proposed method is in the possible solution of both linear and non-linear problems.
For demonstration three problems are calculated and approximate solutions are compared to exact
values.

UNE METHODE VARIATIONNELLE DIRECTE DE TRAITEMENT DE PROBLEME
DE CONVECTION THERMIQUE FORCEE

Résumé—Le travail presenté a pour but la mise au point d’une méthode & variation directe, destineé a la
determination d’un champ de temperatures lié au probléme du flux convectif de chaleur.
Il est 4 mentionner 'avantage de la méthode, qui satisfait aux toutes conditions n ‘cessaires liées d

I’existence de I'intégrale variationnelle.

Supplémentairement on a aussi déterminé la construction de solutions approchées basées sur le modéle

physique et géometrique du probléme.

La méthode proposée permet trouver de solutions approchées également dans des cas lin¢aires que non-
linéaires. L’application de la méthode on a illustré a 1’aide de trois examples numériques qu’on a ensuite
comparé avec des solutions exactes.
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NPAMON BAPUAITUOHHBINN METOJ PEHIEHUA 3AJAY TEIIJIOOBMEHA
1PV BBIHYHJEHHOW KOHBEKI[UM

Ansoranua—B palore omuceBaeTcs TNpPAMOIl BapHAUMpPHHEIR MeTOX, IO3BOJAIIMIA
ONPENeNNTh M0JIe TeMIepaTyp B 3a7aYaX ¢ KOHBEKTHUBHBRIMU IOTOKAMH Tela. JJOCTOMHCTBOM
®TOrO MeETO/a HABIAETCA TO, YTO B HEM YAOBIETBOPAITCA BCe HeOOXOJUMMEIE YCIIOBHSA
CYLIECTBOBAHUA BAapNALMOHHOI0 UHTerpaJa.

Hpome roro, onncriBaercs nocrpoeHne npuOIMKEeHHHX PeIIeHNi, TOJdy4eHHEIX HA OCHOBe
QusNUeCKONl U TeOMeTpHYeCKON MOMedM paccMaTpuBaeMbix 3apad. Ilpegmaraemoiit merof
N03BOJIAET HANTH NpuOIMeHHbIE PELICHUA He TOJbKO JJA JNHEHHBIX, HO THIKKe U A
HEJIMHEHHBIX CIyYaesn.

Meronuka pacyeTa UIANTIOCTPUPYETCA TpeMA YHUCIeHHBIMM NTPUMEpPaMH, pe3yabTaTH KOTOPHIX

CPaBHNBAKTCA C COOTBETCTBYIOIINMY TOYHLIME PEIICHUAMHU.
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